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数论方法在近似分析中的应用

1957 年俄国数论学家 N.M. Korobov［1］用数论的工具

来解决高维数值积分的问题，从而开辟了一个全新的研究

方向——“数论方法”又称“伪蒙特卡罗方法”。数论方法

主要手段是在高维矩形内产生均匀分布的点集。例如，在

一个单位正方形中如何分布 n 个点使之在正方形内分布均

匀。这表面上是一个数值分析或几何问题，与数论无关。但

Korobov 却巧妙地用数论工具试图来解决这一问题，并且提

出了一些产生均匀布点的切实可行的方法，例如好格子点

法，其算法简单，效率高，半个多世纪过去了，该方法依然

得到使用者的青睐，华罗庚院士很快发现了Korobov 的文章，

建议王元投入这个刚刚兴起的方向。

王元和华罗庚共同做的这个项目是数论在近似分析

中的应用，主要应用于多重（高维）积分的近似计算。这

个问题本身是计算数学的问题，但他们用的方法是数论，

也用到了函数论和分析论的很多东西，是交叉学科。他们

很快有了一系列的成果，论文发表在

《中国科学》期刊上。1974 年，第

17 届国际数学家大会在加拿大温哥

华召开，大会邀请华罗庚报告他们的

我和王元院士从认识到合作已有三十多年。他学术造诣

深，善于将复杂的问题用简单的语言来表达，所谓“大道至

简”。他为人处事一向低调，是厚德载物的典范，人们喜欢称

呼他元老。他曾多次和我讲，他一辈子主要有两个方面的贡献，

一是哥德巴赫猜想，一是数论方法。他对哥德巴赫猜想的贡

献是众所周知的，曾与陈景润、潘承洞一起获国家自然科学

一等奖。他在数论方法的贡献相对报道不多，本文想着重介

绍他在这方面的贡献，我和他的合作以及他的人格魅力。

王元祖籍为江苏镇江市，曾在江苏省扬州中学就读 2，

在扬州中学校庆 100 周年纪念册的校友院士栏目下，有他的

照片。我出身在江苏泰州市，曾在扬州中学就读六年，也作

为扬州中学的杰出校友出现在同一纪念册的同一页。我和元

老家乡相近，曾就读过同一所中学，又在同一个研究所——

中国科学院数学研究所许多年，与元老可以讲天生有缘。

1963 年，我考入中国科学院数学研究所，成为越民义先生的

第一位研究生。越先生和元老都是华罗庚数论研究团队的骨

干，为了响应理论联系实际，科学为工农业服务的号召，越

公在运筹室建立了“排队论”研究组。

数学所的办公室分散在两处，一处称

为大楼，与中国科学院计算所合用，而

运筹室位于一里以外的两层楼内，与中

国科学院微生物所、电工所、化学所

的办公室相依为邻。元老在大楼办公，

我在小楼办公，只有在食堂吃饭时才

有机会见面，但似乎从来没有机会说

话，他那时已有名气，我是一个普通

的研究生，研究方向也完全不相关。

大道至简 厚德载物1

 

——我心目中的王元

王元院士

1 纪念王元教授八十寿辰。
21942-1946 年，王元就读位于四川合川的

国立第二中学，该校是抗日战争期间，扬
州中学内迁四川组建而成，所以王元是扬
州中学校友。

方开泰
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不少钢厂认为国标有问题。冶金部告之，该国标是解放初

从苏联引进的，谁也不知其原理。为了弄清该国标的合理性，

冶金部委托所属北京钢铁研究院来鉴定，由于要处理极为

复杂的生产数据，钢铁研究院求助于数学研究所，我参加

了这个项目。在研究中要计算一大批五重积分，如果用传

统的方法，在当时的计算机的速度下，几乎不可能。在一

筹莫展之际我突然想到了华 - 王的中文专著，由于任务的

紧急，看书不如直接求教于元老。

这是我入所后第一次和元老正式交谈，他非常平易近

人，在了解了我的来意后，从书架上取了一本论文集，其中

有一批表用来生成好格子点集，利用这些表可以得到高维积

分的数值解。元老详细地向我讲解了好格子点的使用方法。

由于算法十分简单，我半信半疑地去试用他解释的方法来算

一些已知结果的五维正态分布概率，其中一例才用了 1069
个点，已获得满意的精度，这么高的效率使我敬佩不已！真

是“大道至简”！我向元老告知了我的感想：“好格子点布点

真均匀，也许可以用于试验的设计”，元老微笑地赞许我的

感想和想象。                                               

均匀设计的诞生                          

1978 年原七机部三院赵利华工程师等在三个导弹指

挥仪的项目中遇到困难。问题中，在知道系统的输入（用

x1,…, xp 表示），可以通过一组微分方程求得系统的输出（用

y1,…, yq 表示，或简记为 y），由于当时计算机的运算速度限

研究成果，国际学术界将他们的定理称为“华 - 王方法”。 
由于“文革”还没有结束，华老未能成行。幸运的是他们

的论文是“文革”前用英文发表的， 所以海外的数学家们

能发现他们的论文。元老说 ：“文革让我们吃了亏，许多该

发表的文章都没有发表，因为《中国科学》关门了。”于是，

王元和华罗庚首先将他们的方法介绍给中国的读者，撰写

了《数值积分及其应用》［2］，于 1965 年由科学出版社出版。

1981 年，德国斯普林格出版社出版了两人的英语专著——

《数论在近似分析中的应用》［3］。元老说：“这是改革开放后，

中国第一本在斯普林格出版的书，这是交叉学科的一个成

果。” 很快书评如云，专家们对这本专著给予了极高的评价，

也奠定了华罗庚和元老在“数论方法”研究领域中的崇高

地位。

我年轻时有买书和看新书的喜好，知道华 - 王的中文

专著《数值积分及其应用》，但并未仔细解读。1975 年我

参加了冶金部“合金结构钢标准鉴定”的项目，汽车和拖

拉机的重要部件是用合金结构钢制造的。所谓合金结构钢，

是在炼钢时，除了控制碳元素外，还要在钢内加入铬、锰、镍、

钼、硅等元素，这些元素的含量必须落入国标规定的范围，

钢炼好后，轧成钢材，按国标的五个机械性能，如强度、

弹性等必须超过某个阈值。那时全国有十多个工厂在生产

合金结构钢，如北京钢厂、抚顺钢厂、大冶钢厂、齐齐哈

尔钢厂等。他们发现，即使化学元素碳、铬、锰、镍等完

全符合国标，也不能保证钢的机械性能全部合格。如齐齐

哈尔钢厂，合格率才达 38%。众所周知，合金结构钢十分

昂贵，如果不合格，生产厂将承受巨大的经济损失，于是，

与华老一起 ( 油画 ) 《数论在近似分析中的应用》
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制，解微分方程组需要一天的时间，从而远远达不到实际的

需要。能否用一个近似模型来代替原模型，在知道了输入后，

近似模型能以极快的速度（例如万分之几秒）算出输出。

用 y=f (x1,…, xp) 表示原模型，用 y=g(x1,…, xp) 表示近似模型，

希望在 x1,…xp 的变化区域内 |f(x1,…, xp) - g(x1,…, xp)| 充分地

小。为了获得近似模型 g(x1,…, xp)，需要预先做一批试验。

记 n 为试验的数目，基于试验的数据，用数学建模的技术可

以获得可行的近似模型。这个思想如图 1 所示，就是当今计

算机试验的设计和建模。

“文革”十年，国内看不到任何新的外文文献。 1976
年“文革”结束后，百废待兴，图书资料尚需时日来填补，

何况计算机试验的设计与建模是我们提出的一个全新的概

念，没有参考文献可查，解决上述试验的设计只有靠“自力

更生”了。这个项目要求多个输入变量至少要有 18 个不同

的值来覆盖取值范围，若有 6 个这样的变量，则全部的组合

数至少有 186=34,102,224, 对一天解一个方程组的速度而言，

这是一个天文数字，而该项目要求用不超过 n=50 次的试验

来建立一个好的近似模型，用传统的试验设计方法是望洋兴

叹的。这时我想到了“数论方法”或许可能帮助试验的设计，

即在六维的矩形内设计 n(<50) 个点，使之在矩形内分散均

匀，这不正是数论方法的专长吗？于是我立即去找了元老，

原原本本地告之问题的背景、要求、我的初步思路，元老非

常兴奋，立即同意我们共同来开发，并约定每周见面讨论一

次。那时普遍使用的均匀性测度称为星偏差，它的表达式涉

及阶梯函数、绝对值、极大值等，没有好的算法，加之那时

计算机的计算速度也远远达不到要求。元老不愧为是“数论

方法”的世界级专家，为了能实现设计均匀性的比较，元老

介绍了一个可计算的均匀性测度，我负责编程计算。鉴于计

算机速度和使用计算机的人很多，需一周前预约。那时用穿

孔纸带来输入程序和数据，纸带被打断的事故时有发生，大

大影响工作的进展。与元老每周的碰面总能得到他的鼓励，

经过三个月的共同努力，终于算出第一批“均匀设计表”，

并且于 1978 年公布在内部资料《概率统计通讯》第一期上，

并同时正式向《应用数学学报》投稿。在准备稿件时，用到

数论的许多基本知识，如数的同余运算、同余逆、数的素数

分解、欧拉函数、素数的原根等概念。我在大学没有机会修

“数论”，借此机会拜读了华罗庚的《数论导引》［4］，收获很

大。在计算的过程中，我发现元老提供的公式敏感性不够高，

若作适当修改可以提高区分设计的分辨率。元老对我的建议

十分支持，并提供修改公式的理论证明，充分体现了元老虚

怀若谷能吸纳别人的建议。在投稿时，元老表示不参加署名，

我觉得不妥，他为了支持年青人，坚持用我一人的名义去投

稿。于是我在文章的引言中声明：“这项工作是在研究员王

元同志的指导和热情帮助下进行的，有些数论证明是他提供

的，对他的指导和帮助表示衷心的感谢”。元老对年轻人的图 1 计算机实验的思想

王元和方开泰 2004 年，王元、方开泰和原七机部三院合作的工程师：张建舟（左

一）、黄树山（左二）、赵利华（右三）、关世义（右一）

X1

Xs

输入 y=f(X1,...Xs)

y=g(X1,...Xs)

近似模型

输出 y
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      钱学森院士的高度评价

1993 年航天总公司三院张建舟高工组织了一个全国性

的研讨班，由我主讲“回归分析和均匀设计”，与会代表

介绍他们使用均匀设计的成果。元老由于前列腺肿大，那

时在 301 医院动手术，未能到会。从代表们的介绍中，知

道除了航天和军工项目之外，民用的成功项目很多，例如

国内各大药厂几乎都在用均匀设计来探索新药的工艺和配

方，石油化工方面也有许多成功的案例。《中国科技日报》

资深记者刘序盾到会采访，他看出了均匀设计应用的广泛

前景，在内参写了一篇报道，并建议成立中国均匀设计协

会。钱学森院士在第一时间发现了这个报道，立即将报道

送国防科工委主任朱光亚院士，建议推广均匀设计和成立

有关的学会。

钱老的批示引起了《中国科学报》的极大注视，1993
年 11 月 24 日在第一版以三分之二的篇幅报道均匀设计的

成功和应用成果，题目为“基础研究必须参加世界竞争，

方开泰、王元首创‘均匀设计’法，引起国际数学界的高

度重视”。随后《人民日报》和《中国科学报海外版》分别

报道，标题为“应用开发路遥识马力，基础研究妙笔巧生

花，‘均匀设计’法应用十二年成效斐然”。中国科学院院

长周光召院士，于 1994 年题词“均匀设计法”，“重视基础，

开展应用，数学理论，前途无垠”。

1993 年 11 月 30 日，钱老又专门给元老写信，对我们

的成果给予高度的评价，信中写道 ：“王元同志 ：我近日来

在报刊上多次读到您和方开泰研究员创立的‘均匀设计法’

的报道，得知其在实际应用中的重大意义，心中十分高兴！ 
我写此信向您和方开泰同志表示衷心的祝贺！祝贺您们为

国家，为世界人类进步做出了重要贡献！”

在钱老的鼓励和航天总公司三院等的要求下，元老支

持在中国数学会下成立一个二级学会来促进均匀设计的研

支持使我十分感动。文章［5］顺利地于 1980 年发表。

我详细地向七机部有关项目的工程师介绍了“均匀设

计”的方法，并提供了用于试验的均匀设计表和用多项式回

归模型的建模方法。1980 年赵利华工程师到我家，报告了

其中一个项目使用均匀设计的情况，他们找到的近似模型完

全达到精度标准。这一好消息使元老和我心中的一块石头终

于落下了，并相信均匀设计在另外两个项目中也会成功。元

老很快去了欧洲访问，几乎同时我去美国访问了两年，我们

未能跟进这些项目后来的发展。几年以后才知道，按照均匀

设计的理论和方法，七机部三院的赵利华、王济成、 马恒华、

张炳辉、张建舟、黄树山、谷巨卿、柯繁等分别给出了三种

型号的指挥仪数学模型中弹道坐标的两种形式的回归关系

式，这是“均匀设计”在电脑仿真试验中的三项先驱的应用。

直至上世纪九十年代才知道，上述七机部的三个项目

是在钱学森院士的领导下进行的，直接领导的是梁守槃院

士。在课题组中的黄树山工程师曾用一周时间向梁院士详细

介绍了均匀设计的思路和建模的方法，使梁院士理解了我们

的做法是科学的、合理的，同意在有关文件上签字。三个项

目经过了理论研究、测试等一系列的考核，最后都非常成功，

先后获得了国家和部级多种奖励，其中一项获得国家科技进

步特等奖。由于参加项目的人数很多，王元和我并未在得

奖名单上。1988 年项目组成员之一的张建舟高工找到我家，

向我报告了这一好消息，并送给我们庆祝导弹项目成功的一

本画册。

为了使“均匀设计”能够让国外同行了解，元老建议

用英文发表，并亲自执笔写了一个短的文章，投《科学通报》。

投稿后，有一个审稿报告对均匀设计抱怀疑态度，因为均匀

性作为主要的准则在试验设计中是没有的，而在数据分析中

又一反传统的方差分析唱主角的做法，用多元多项式的回归

模型来建模。在方差分析中，是假定模型已知，在我们提出

的建模方法中并未假定模型已知，要探索不同的模型。可以

毫不夸大地讲，均匀设计的框架是对传统试验设计的重大突

破，审稿人的不理解和怀疑是不足为奇的，元老立即给《科

学通报》编辑部写了一封信，表示科学的发展要允许不同的

思路，文章［6］于 1981 年发表。

最近《科学时报》记者采访元老时， 他说：“均匀设计

理论的发展是从任务到学科，由任务来带动的，任务来自军

工。在讲解时，实际背景被抽掉了，问题是这样的：天上有

一架飞机，这架飞机有速度、方向和风向；然后，在船上要

发一个导弹来击中飞机，导弹也有速度、方向和风向，如何

设计才能让两边正好撞上？ 因为飞机和导弹的速度都很快，

所以要很快算出来，算慢了就打不着了。这个问题用老方法

算不出来，或者算出来但所需时间太长了，所以要有新方法，

这就要用到数论的方法。”
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