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中子迁移方程的守恒差分方法

与特征值问题
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本文给出数值求解中子迁移 方程的一种基于积分守恒原理的差分方法
,

把它运用于解算轴对称情况的特征值向题 同时为了求主特征值和相应的特征函数
,

给出

了一种人为临界的方法 有关方法的要点如下

将迁移方程

二 甲 , , 。

连同边界条件
, , , ,

当 山
·

镇
,

时

其中 , 是位置空间域的边界方程
,

为外法线方向 表为适当的相空间内的积

分守恒形式

、
。 。 一

,

将相空间的解域剖分为小体积单元
,

在每个单元上设 为变元的线性函数
,

代入上列方

年 月 日收到
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程
,

计算各个体积分及面积分而得到守恒的差分方程 由于差分方程的守恒性
,

保证了总

体的精确度
。

对于特征值问题
,

·

二 ,
, 。

, ,
‘

立、二
, 。 , , 一

伽
,

夕

为了定主特征值 几二 孟
。,

先视 又为参数
,

引进伪特征值 劝 而考虑方程

。
‘

恻 劲
“ 一 。 。

。

对于任定的 又值
,

用迭代法求出 劝
,

然后调整 元 石
,

以便伪特征值达到腐界
,

即

权礼
,

于是得所要求的主特征值 礼
,

这就是人为临界法 每次迭代要求解具有给定

源项的定常迁移方程

差分方程的解算过程
,

按照特征线方向即中子飞行的方向进行
,

因此
,

算法简便并
可以大大地节约存贮量

,

所要求的存贮量仅与位置空间变量的节点个数同阶而与速度空
间的分割无关

上述工作是六十年代初期在中国科学院计算技术研究所进行的
,

当时没有公开发表

解算方法的主导思想由冯康提出
,

格式的推异津立
、

程序编制和实际验算由曾继荣
、

邵毓

华
、

樊天蔚完成 本文稿由曾继荣执笔 鉴于这个方法是相当有效的先进方法
,

并且至今还
保持它的若干独特之点

,

因此
,

我们接受一些同志的建议
,

将以前的内部工作报告作了适

当删节和整理
,

在此发表 在工作过程中得到崔蕴中同志的热情帮助 在整理本文稿的过

程中
,

周毓麟同志
、

杜明笙同志提出许多宝贵的建议
,

给予热情支持
,

作者在此表示感谢
。

牡 特 征 值 问 皿

考虑中子迁移方程
【

、 , , ,

一
一又一 十二 一 。 丈 吓 口 十 ,

其中
, , , , , 叮 一 宁

, , , , ,

是时间
,

是中子的位置向量
, “
是中子

飞行速度
, ‘ 表示中子的飞行方向

, 厚‘二 砂 表示中子的散射角
, , , , ,

是中

子的密度函数
, ,

夕是截面
,

抓
, , , 。 是独立中子源

设
,

求 的分离变量形式的解

、 , , ,

。 , , 一 习
‘, ‘ , , 。 , , ,

其中
, ,

。 , , 满足下列方程
。

·

二 ‘ 丛、、
, 。 , ·
‘ 碑一 、

,

。
,
。 , ,

方程 与给定的边界条件一起构成求解特征值 又
,

和相应的特征函数戈 的特征值问题
卜

由物理原则可知
,

方程 有一个大于其他所有特征值的实部的实特征值 又
。,

相应的特征

函数 凡 非负
,

且当 ” 时
,

初值问题 的解有如下的渐近形式
‘ , , , , 之。, , , ,

由于 几
。
通常不是按模最大的特征值

,

我们用人工临介法求解 在 中视 几为参数
,

引进
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附加特征值 左劝
,

方程 变为

「。
·

二 。 立、、
, 。 , · 一 、 、一 、。

产

斌
, 。 , ·

显然
,

如果选择 又使上式的

且特征函数为
, , ,

最小特征值 劝 一 ‘
,

则此 几就是 的最大特征值 又
。,

并

命
共 , 、

又 少 一斌
一 砂一

护 , ·”‘。
‘ ·

对 用迭代法求解 记 反 约 的第 。次迭代值为秘耐
, ” , 表示斌

护 , 田 , , 的 次迭

代值
,

则有
、,、,了一尹‘、沪‘、巨 韵

。 一和
,

, 。一 ‘ 一 厅一 斥
。 反 。

·

可一一
当 天’ 几 收敛到 左劝

,

调整 孟使得 毛 劝
,

即得所求的特征值 石 注意到在迭代过

程中丫“
, , , 和 丫“ 〕

, 田 , 。 只作为中间结果
,

不必保留
,

因此
,

可以大大节省存

贮最
。

,
·

轴对称迁移方程的守恒型
、

相空间及边界亲件

以下考虑单群轴对称问题
,

选取柱坐标系
, , 甲 ,

如图 令‘
,

气
, ,

‘ 分别是
, , 甲 , 二 , ‘ 方向上的单位向量

,

记 拼
二 ·

‘
, 一 产簇

, 沙是 碑 与
。

在
二 。 平面上的投影的夹角

,

这时速度方

向可表为
。一斌了二矛

。。 中、 十 丫了二
叫

奋
。 。必气

二 ,

单群轴对称迁移方程为
, ,

一 产
一

叭下丁一
么 川

价
一 一 严

—
口

口犷

二

竺 十
。 十 主、 一又

’

口

, , ,

其中总中子流
反 ·

, ·

卜轰立 , 一
。
‘ ·

产‘ 价 , 产
‘

由于对称性
,

今后只讨论 。《 价 , 的情况

令轴对称系统 的外边界 的方程为 , , 甲 , ,

选取规范因子
,

使向量

一 塑
,

望
,

望、表示 。
。 的外法线单位向量

,

边界条件为
甲

, 价
, 。 ,

川
,

当 。
·

, 簇
, , ,

时
,

因方程 中不出现 产的偏导

数
,

故可视 产为参数 考虑三维相空间
, ,

沙 , ,

取柱坐标系

不

犷 价

一 尹 滋 必

引进向量
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。 了 一 声
。。 价 、一了 二 衬 帆 脾

二

在相空间中
,

迁移方程可写为守恒型

口
,

厅

矿 又 , 在任意区域 上
,

对方程 的 积分
,

利用高斯公式可得
·

‘
·

, 一 “
· ,

乙
、

产︺尹甘

这里 表示区域 的外边界
,

内 是相空间体积元
,

由 是面积元 由于相空间内所考虑

‘ 协 、飞 人 一一 ‘
一

厂 月 月 口月、 一如一一一比 一 、
,

。 。 ,

一 、
,

。
浏以福嗯民勺 。里窗

,

队 玛甲 介 飞二 一 , 二甲, , 二了 衣刁、个日至 月公峨 百 则少卜及竺开 俐少卜法戏、 价

向量 由于相空间的边界条件等价于物理空间的边界条件
,

因而有
,

当
·

《
, , 二 时

上式取等号得到一条曲线
了不石 。

舒
十严
骼
一 ”

,

月 , , 二 ,

称之为分界线 在它的一侧有边界条件
,

另一侧不给条件 又由于对称性
,

在 , ‘

轴上有对称条件
,

, , , 一 必
, 产 斌 。

。 二 ,

价
, 产

以下从守恒方程
,

及 出发
,

建立差分方程

侣 几何剖分
、

擂值和离散化

首先视速度空间为一单位球面
,

球面上每一点表示一个方向 选取格网线 脚 才
,

, 。

二 , , 对每一个小区间 产 , ,

脚
,

选取格网线 咖
,

, 分单位球面为相等的面积块
拌 , ,

咖
,

, 选取如下

产 一 十
二 二 、

’

产卜 产 , , , ,

⋯
,

兰 一
,

, 为偶数

‘

产圣一 ,

交二
勺声 , 扮 — 丁

, ·
称

友一
, ,

⋯
, ,

对于位置空间
,

可以选择这样的格网
,

使得外边界都落在节点上‘ 为了明确起见
,

以 , ,

平面上的单位圆为例说明选取方法 取分点
二 , 一

‘

一 、亚
,

, , ,

⋯
,

, 取偶数

在实际什算中
,

由于扩散近似的考虑
,

可取
, 一 , 、 矿 ’之矿

‘

”‘一 二 、拼‘一
‘ , ”‘ 下落于万了

·
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,‘一
护 ‘ 二

、

了万
一 了 一 气 一 少

—一 」 二
,

一 宁
,

· ,

过分点 ‘ , 句 作平行于 轴和 二 轴的两直线来作剖分线 如图

对于上述分割
,

在相空间中视 产 , 为参数
,

对固定的 杯, 得到下

列几种单元

在内点区域得到柱体积元
,

顶点坐标依次为
‘ , , , 沙

, , , , , 价介 , ‘, , , 沙 , ‘ , , , 沙, , , , , , ,

砂 , , , ‘ , , 宕 , , 价 , ,

心
, ‘ , , , ,

价
, , ‘ , , 、,

价 、

边界体积元

个顶点的坐标依次为

口口口口口

‘ , , , 价, , , , 二 , ,

价
, , , , 价 , ‘ , , ,

价
, ‘ 、, ‘ , ,

价, , ‘ , , ,

价

价 、 的内点单元

四个顶点的坐标为
‘ , , , ‘ , 。 ‘ , , , ‘ , ,

叼 沙 , 的边界单元

顶点坐标为 ‘ , , , ‘ , , , , ‘ , ,

在区域 上
,

设
, , , 价 , 风 分别对每个变元线性

,

即有

从
, ‘ ,

价, , 一 △ ‘△ ,△沙, 一‘

艺 一‘ ‘
’ ‘’ “ 一 ‘,

才, ,

了,
,

人, ,

一 , , ,

价一 价, , ,

从
‘, ,

, , , ,
, , ,

其中
‘, ,

, , ‘ , 少, , 二 , , 拼 , , △ ‘ , ‘ 一 ‘ , △价 少 , 一

价灸 , △ , 一 护 一

命

, , 一丫丁二不
, 。 , 一 声, , 。 ,

澳
一 。。 必, , 一 。。 价

,

△中无

‘ 一 生
, ‘

,
·

‘ 、 ,

山 , “ , , 一 , , ,

, , 、 ‘ ,

刁 又了矛少

—
、

△了少 叮

, , 、

又了 ,少

—△了

‘一 ”
’‘’‘了 , 一 , 一

六
‘ ’ ·“

·

, ‘一 , ,
’”“二 一 , 一

六
‘ ’一‘一

, 上
‘ , 一 , , , 一止

“ ’ , 一 ,
,

公‘才 万 护 今

将 代入 式
,

计算各个积分
,

得到差分方程
,

以下列出各种体积元的差分方程

柱体积元的差分方程

艺
, ‘, ,

, , , ,

, , ,

从 ‘
·,

, , , ,

, ,

这里设 “
,

夕在每个小区域上是常数

习 石
‘ ‘, ,

, , ,

斥 , ‘, ,

, ‘一

应, ,

夕, 欠, , , , 了, ,
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其中
, 、 , 、‘ , , , 。 一

二
、

口才 ‘, , 矛 , ,

无 互, 又一 夕
一 飞

爪尸代尸丁一 八 犷‘十
,

, 互十 ‘邵 少众 乏, 少
多 。 ‘ 中凌

「生
,

一 一
了,

月二 。
,
‘

‘ , , , ,

△宕了

, , ,

了 ,

。 , 一

一 爪 乙
,

‘ ‘,

边界体积元的差分方程 设边界为一单位圆
‘,

,
, ‘,

,
,

, ‘、 ,
,

,

从
,

,
,

, ‘,

, 七 ,从 ‘ , ‘ ,
,

, 从
,

,
,

,

‘ 、 ,
, ‘ ,

,
,

, , , ,

, 、
,

, ‘,

, 、
,

, ‘,

,

价
‘,

户 , , ‘, ‘ ,

了 一,

了,

其中
‘,

,
,

, , ,

一 一 ‘,

会
乙

「了
, , 、 , , 、 ‘

、

⋯
‘ 。

、搜气宕 夕 才 一 ‘ 气 护 十 二丁 犷才。二户 ,叙 中互从
,

十 一。 护, 硬
艺

一奥 , , △八 △
‘ , , , , ,

奥
。 ,

△价, , 二 , 一 二 ,

艺

‘ , 一 二 , 一 圣△ , ,

‘,

,
, 。· , ,

一 一 ‘ “
,

, 了 一

一
一 , 合

一 △一 一
合

才△, 走

, , 、 , 、 , , ‘

「”
, 、 。 、 , 二

万又街声萝一 , 又 护 一 二甲“ 。中灸 乙 戈 了夕 夕一 够户 一 万 。万 ,

艺 乙

, ,

一
,

众 几,
一 ‘ ‘

’
一 一 ,

一
一 , , 走

合“
, 掩·

,

寸
如

—
矛

△· , ‘ ‘心·
·

工 。
,

△。, , , , 一 ,

一

, 、 、 , ‘

一 犷‘ 搜 口忿‘ , 一 ‘ 、万‘刀 一 了
犷 ,。君‘

,
十 生 ,△沙, 生 △

, ‘ , ‘ , , ‘

灸
, ,

‘· , ,· ,

一
· , ,

, ,

夕 工夕△沙 加
, , 一 , , 汉 二加 , , 一 ,

一 ,圣△
,

云‘
, ,

飞‘

云‘ ,

合“
“ , ,

含沁
价

· ,

卜
一 · , 一
合
· △·

小
· , ,· ,

一 ‘
· ,

一 ‘
· , , ·,一 , 工 、

一 ‘ 气万了 一 — 矛 君了

价一 , 的正规面积单元

令 么 , , △八 、
,

对 式求极限
,

则得到差分方程

艺 二
, ,

, , , , ‘ ‘ ‘ ‘ , , · ,‘

艺 司’ ,
。风 产

,

, 护 ,

诬 ,

户, ,

才, 。 , , 一



数植 计 算 与
‘

计 算 机 应
‘

用
‘ ’

,澎 年

其中
一尹一护一目

, , , , ,, , , 一 ’’
, ,

‘ ·‘
一

、

含一 ‘
一‘ , ,’

念
,

石 ‘
, ,

, , ,

‘ ‘ ‘ ‘, , , , , ,一口尸、一

沙 , 的边界单元

令 价 , , △么‘
,

对 式求极限
,

得到 价 , 的边界 “面积 ”单元的差分方程
, , ,

,
, , 百

,

,
, , ‘,

,
, , ,

,
, ‘

从 , ,
,

, ,

一 民方
‘,

, 己
,

, 、 己 厅风
,

, ,

其中
,

,
, ,

甲

—欢
「

, 、 , , 、 ‘ , ‘

之 , ,左 、名‘夕一 ‘ 、“‘少一 万
犷‘。 ‘ 一 万 心

‘ 犷‘ , 十 打‘夕

, 卜 、 , , 、 , 、 工

一

万
“ , ,乙 、 口 一 厂娜‘ 十 犷八“ , ‘搜娜‘ 一 ‘ 、 ‘刀 一 ‘ 。宕 , ,

,

, , 一 。 , 。 ,

一
二 ,二 二 , 一 工 。

, 二 , 一 , 二 , 一 生
, △ , ,

一 ’

」

,

护
,

一 —左
· ,一 ‘· ,

卜 一卜协
△一 了 。 · ,

一
。 · ,

一 —自介又
·‘一 一

含
·‘

卜
一 ,

一
‘· , , ,

一‘ 一 ,

一
一 , ,一含

·
,△·小

云, ,

, 一 工夕 , 召 , 一 尸 , ‘ 注 一 , 于△ , ,

云
,

合“

含
“

· , , 一 “‘·‘, ·‘
·

,△·小
,

云
,

【
· ,一 · , 一 · ,

一
· ,一 , · , 一 · ,

一 — 万 句

得到

对于下半球面
,

边界单元的差分方程可在
,

式中用 一 代替 而

如果区域上
、

下对称
,

只需计算一半区域即可

边界条件

从
,

,
,

,
, ,

当 , ‘ , 二 一 。
,

丫玉二蕊 , ,

望
口护

,

望‘ 。时
,

名

劝 对称条件
,

, 才,

, ,

一
, ” ,

价。, 产 , , , , , 一 功
, 杯 ,

, , ,

⋯
, ,

夜一
, , ,

⋯
,

如果区域上
、

下对称
,

则
, , , ,

砂‘ , 乒 ‘ , ,

必‘ , 乒一
,

、

刀

一 十
,

二 , 刀
, ,

⋯
, , , ,

⋯
,
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注意
,

在差分方程的推导中
,

对边界面上的 付
,

可以严格按分界线插值而不用

这时可以得到更精确但也更复杂的差分公式 计算表明
,

两种处理办法的计算效果差别

不大
,

这里给出的公式简单适用

沁 迭 代 解 法

差分方程 一 同边界条件 以及对称条件
,

如果对 对称

一起得到一组线性代数方程组 如果给定总流反
‘,

, ,

对所有的角流 从
,

诚
, , ,

可沿中子飞

行方向逐个解出 具体计算过程如下 从小的 声 , 开始计算
,

然后按 产,增加的次序逐个

计算从
,

,
,

不 , ·对于固定的 风
·

若 两 “ ,

从大的 ‘ 开始
,

对 , 从上到下计算 反之
,

若 两
,

则从小的 二 开始
,

对 二 从下到上计算 对于固定的 两
,

价, ,

从 , 开始由大到小计算

若 沙, 》 , ,

从大的 ,
开始

,

对
,

由大到小计算 从
,

,
,

,
,

, 反之
,

当 八 可 时
,

则对

从刁侄业大计算从
,

,
, , ,

上述过程完成后叫做一次内迭代
,

在每次迭代之后估计附加特征值 友,

艺 名 恻甲侧夕
砂

,

考
卫一午

,

—艺 名
·

又护侧梦 ,

云

”表示迭代次数
,

凌, 对应于 礼 求出友, 之后对又犷 作中心规格化
,

并用网犷 代替

又甲作下次迭代的初值 如果 灸卿 一 友护 ,
‘

。 。

是控制误差
,

则继续迭代 反之
,

如果 夜妙 一 友护 , 成 。。
,

则停止迭代 然后检查 互妙 一 。是否成立 如果成立
,

则对应的 几,
就是所要求的特征值 反之

,

调整 又
, ,

取

又, , 一 。 , 几, 反罗, 一 。 ,

代替 几
, ,

重复上述迭代过程
,

直到 及妙 一 《
。为止 上述迭代过程具有计算方便和

节省存储量的优点

结 束 语

从上述不难看出
,

本文提出的方法同时具有有限元法和
, 。 方法的优点

,

在处理曲面

边界
,

多种介质等方面
,

具有有限元方法的灵活性和通用性
,

便于统一处理内部区域的交

界面和曲面边界条件 此外
,

差分方程还自动保持局部的和总体的守恒条件
,

从而可靠性
得到基本的保证 另一方面

,

差分方程的求解又像
·

, 。 方法一样简单
,

可以逐次递推求解
,

差分方程的精度也高于
, 。 方法

一 ’

实际计算结果表明
,

从守恒原理出发来处理轴对称迁移方程是有效的
,

可靠性得到基

本的保证
,

甚至在格网较粗的情况下也能取得具有必要精度的结果 对特征值问题所用

的迭代修正方法 人工临界方法 和解算过程
,

可以大大节省存储量 这种方法可以应用
、

到一般的轴对称间题


